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ОЦЕНКА РАЗМЕРОВ КЛАСТЕРА В АССОЦИИРОВАННЫХ  
ЖИДКОСТЯХ ПО ХАРАКТЕРНЫМ ВРЕМЕННЫМ  

МАСШТАБАМ ОРИЕНТАЦИОННОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ 
 
Аннотация. Проведен качественный анализ первого уравнения цепочки кине-
тических уравнений Цванцига – Мори для временной корреляционной функ-
ции суммарного дипольного момента кластера ассоциированной жидкости. 
Получены соотношения, позволяющие по данным диэлектрической спектро-
скопии оценивать размер кластера. Размер кластера, вносящего вклад в ди-
электрическую релаксацию, оказывается связан с отношением макроскопиче-
ского (коллективного) и микроскопического (единичного) времен ориентаци-
онной релаксации диполя. В свою очередь ранее полученная одним из авторов 
формула, связывающая отношение этих времен с параметрами диэлектриче-
ского спектра, позволяет оценить количество диполей в кластере по парамет-
рам диэлектрического спектра. 

Ключевые слова: Диполь, диэлектрик, вода, спирт, кинетические уравнения, 
проекционные операторы, время релаксации, диэлектрическая проницаемость, 
корреляционная функция, спектроскопия. 
 
Abstract. A simplified derivation for the ratio of macroscopic to microscopic relaxa-
tion times of polar liquids is based on the Mori–Zwanzig projection-operator tech-
nique, with added statistical assumptions. We obtain several useful forms for the 
lifetime ratio, which we apply to the dynamics of liquid water. Our theoretical sin-
gle-molecule relaxation times agree with the second Debye relaxation times as 
measured by frequency-domain dielectric spectroscopy of water and alcohols. From 
the theory, fast relaxation modes couple to the Debye relaxation time, τD. Slower 
modes are localized to smaller water clusters. This is exemplified by the lifetime ra-
tios measured by time-domain dielectric spectroscopy and optical Kerr effect spec-
troscopy, respectively. 

Keywords: Dipole, dielectric, water, spirit, the kinetic equations, projective opera-
tors, relaxation time, dielectric permeability, correlation function, spectroscopy. 

Введение 

Электрическое поле внутри диэлектрического материала запаздывает 
по отношению к внешнему приложенному полю ввиду конечности релакса-
ционного процесса. Этот факт лежит в основе измерения комплексной ди-
электрической проницаемости в различных методах диэлектрической спек-
троскопии [1–5]. В своей пионерской работе [1] Дебай объяснил этот эффект 
ориентационной релаксацией жестких молекулярных диполей [6, 7], которая 
описывается экспоненциальной функцией релаксации с характерным време-
нем τD, которое обычно называют «Дебаевским временем релаксации».  
К примеру, при комнатной температуре (25 °С) для воды τD = 8,4 пс [8]. Де-
бай вывел свои формулы в предположении невзаимодействующих диполей. 
Однако такая сильно ассоциированная жидкость, как вода, с ее водородосвя-
занной тетраэдрической структурой [9] имеет близкую к дебаевской частот-
ную зависимость диэлектрических потерь, соответствующую экспоненциаль-
ной релаксационной динамике. Несмотря на это, сильные взаимодействия 
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между соседними молекулами воды приводят к коллективным движениям, 
что подтверждается недавними расчетами по молекулярной динамике  
[10–12]. Это наводит на мысль о том, что τD является характерным временем 
некоторого коллективного релаксационного процесса, которое больше вре-
мени переориентации единичного диполя τs. Возникают вопросы: какова 
природа этого коллективного процесса, какая связь между временами коллек-
тивной и индивидуальной релаксацией диполей? Используя поле полости 
Онсагера, Дебай нашел, что [1]  

 
2

,
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где εs = ε(0) – статическая диэлектрическая проницаемость; ε∞ – высокочас-
тотный предел действительной части ε٭(ω) для рассматриваемого релаксаци-
онного процесса. Для воды при комнатной температуре εs = 78,3 и ε∞ = 6,3 [8], 
и отношение времен в уравнении (1) близко к 10. Такое большое отношение 
казалось не физичным [13] и последующие работы были сосредоточены на 
моделях [13–23], приводящих к значительно меньшему отношению τD/τs. Ог-
лядываясь назад, отношение равное 10, предсказанное уравнением (1), оказа-
лось, лучше согласуется с современными данными по диэлектрической ре-
лаксации, чем более поздние теории. Используя диэлектрическую спектро-
скопию в частотной области от 100 до 300 ГГц [8, 24–27], на высокочастот-
ном хвосте основного дебаевского релаксационного процесса была обнару-
жена полоса поглощения, которая фитинговалась дебаевским релаксацион-
ным процессом с характерным временем 1 пс. Этот более быстрый процесс 
некоторые авторы относят к переориентации единичного диполя молекулы 
воды [26]. В недавних инфракрасных фемтосекундных измерениях в [28–30] 
наблюдалась неоднородно уширенная OH полоса HOD в D2O. Медленная 
релаксация, соответствующая τD, наблюдалась на красном крыле полосы 
(прочно водородно-связанные молекулы воды), в то время как более быстрое 
время релаксации, порядка одной пикосекунды, наблюдалось на голубом 
крыле (т.е. для слабо связанных молекул воды). Последние могут быть связа-
ны с характерным временем переориентации единичных молекул.  

Масса других спектроскопических методов, таких как временная ди-
электрическая спектроскопия [31–32], дифракция нейтронов [33, 34], неупру-
гое рассеяние рентгеновских лучей [35], спектроскопия эффекта Керра, осно-
ванного на оптическом гетеродинировании (OKЭ) [36], и флуоресценция  
с разрешением по времени [37], все дают время релаксации для молекулы во-
ды 1 пс или быстрее.  

Следуя наблюдениям, полученным из численного моделирования  
[10–12], которые показывают, что динамика воды включает коллективные 
движения кластеров, мы исследуем вопрос о том, как эти кластеры проявля-
ются в диэлектрической релаксации, каков размер этих кластеров и каков мо-
лекулярный механизм поляризации? 

В данной работе мы применим формализм проекционных операторов 
Мори – Цванцига [38, 39] для временной корреляционной функции суммар-
ного дипольного момента кластера из N молекул. Аналогичный подход при-
менялся для описания диэлектрической релаксации [18, 19, 21, 40–42] и рас-
сеяния света [6, 17] с некоторыми отличиями в деталях.  
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2. Теория 

Рассмотрим полярную жидкость, состоящую из молекул с дипольными 
моментами величины µ. Для рассмотрения коллективных явлений рассмот-
рим кластер из N молекул. Обозначим через θj(t) в момент времени t между 
молекулярным дипольным моментом молекулы j в кластере и направлением 
внешнего электрического поля, приложенного в момент времени t = 0. Сумму 
проекций N-молекулярных дипольных моментов вдоль направления поля 

можно записать следующим образом:    
1

cos
N

N j
j

M t t


   . 

Размеры кластера (N) определим через радиус корреляции ориентации 
диполей. Задавшись в качестве исходного направления диполя некоторой 
произвольной молекулой 1, мы включаем в кластер все молекулы j, для ко-
торых корреляция <cosθ1(0)cosθj(t)> сравнима по абсолютной величине  
с <cosθ1(0)cosθ1(t)>. Угловые скобки, как обычно принято в статистической 
физике, обозначают равновесное среднее по ансамблю.  

Комплексную диэлектрическую проницаемость ε٭(ω) в соответствии  
с теорией линейного отклика можно выразить через преобразование Лапласа 
временной производной от временной корреляционной функции дипольного 
момента N-молекулярного кластера [5], определяемого как  

       20 / 0N N N Nt M M t M  , 

где  20 NM  – статистическое равновесное среднее, которое для простоты 

обозначим как 2
NM . Определим время релаксации как τN = Φ̃N (0), где 

     
0

expf s st f t dt


   – преобразование Лапласа функции f(t). Мы хотим 

сравнить ниже два релаксационных времени: коллективное, Дебаевское вре-
мя релаксации τD, и время релаксации единичной молекулы τs. Эти времена 
определим как τD ≡ τN = ΦÑ(0), τs ≡ τ1 = ΦÑ(0). Для простой жидкости, состоя-
щей из невзаимодействующих диполей, N = 1 и τs = τD, но для ассоциирован-
ной жидкости два времени релаксации отличаются ввиду наличия кросскор-
реляций, когда функция <cosθ1(0)cosθj(t)> отлична от нуля. 

В работах [41, 42] для функции Φ̃N(t) методом проекционных операто-
ров Мори – Цванцига получена цепочка кинетических уравнений. Первое 
уравнение цепочки имеет вид 
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которая включает автокорреляции угловой скорости, с временной зависимо-
стью, которая определяется усеченным оператором эволюции  

    ,Nt I L
U t e

 


 

где 
2

    N N
N

N

M M

M
 


 – проекционный оператор. 

Для того чтобы определить время релаксации, рассмотрим преобразо-

вание Лапласа     1
N Ns s K s

    
 . Положив s = 0, находим  
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где мы выполнили явно временное интегрирование U'N(t) и положили 

N NM LM


 . Можно предположить, что τN зависит только от равновесных 

корреляционных факторов. Отношение времен релаксации теперь можно за-
писать как отношение преобразованных функций памяти: 
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Числитель в правой части включает «статическую» корреляционную 
функцию, которая зависит от угловых координат, в то время как знаменатель 
включает «динамическую», которая зависит от угловых скоростей. Последняя 
выглядит достаточно сложно, и поэтому мы проведем ее детальное рассмот-
рение для упрощения на основе статистических предположений.  

Заметим, что N – частичная автокорреляционная функция, которая мо-
жет быть разложена на сумму N (симметричных) автокорреляций и N(N–1) 
(несимметричных) кросс-корреляций. Следовательно, мы находим 
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где выражения (6) и (7) являются равновесными средними (t = 0) и i ≠ j =  
= 1, ..., N. Ввиду эквивалентности всех частиц в ансамбле эти корреляцион-
ные факторы не зависят от i и j. В этих обозначениях знаменатель в правой 
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части (5) можно записать как N[hs+(N–1)ha]. Подобным образом числитель  
в правой части (5) включает в себя фактор статических кросс-корреляций: 

 1 2
2

1

cos cos

cos
f

 



.  (8) 

С этими обозначениями выражение (5) может быть записано в виде  
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Числитель в правой части (9) содержит равновесные кросс-корреляции 
ориентаций, а знаменатель содержит авто- и кросс-корреляции угловых ско-
ростей. Для больших N уравнение (9) почти идентично уравнению (35) в ра-
боте [18] или уравнению (12.3.29) в работе [6]. Различие состоит в члене hs, 
который в общем случае не равен 1 в знаменателе, поскольку в числителе и  
в знаменателе (6) появляются разные проекционные операторы. Уравнение 
(9) остается формальным до тех пор, пока нет возможности оценить или ап-
проксимировать корреляционные функции, входящие в него. 

Основные упрощающие предположения имеют вид  

 hs ≈ 1,  ha << hs . (10) 

Вторая аппроксимация следует из того, что временной масштаб корре-
ляций угловой скорости значительно меньше времени корреляции угловых 
переменных, а следовательно, кросс-корреляции угловой скорости выглядят 
как белый шум и временным интегралом от соответствующей функции мож-
но пренебречь. Подобное приближение обсуждается в работе (раздел 12.3) 
Berne and Pecora, [6], где это показано на примере рассеяния света в хлоро-
форме (табл. 12.3.1 в указанной работе). Для обоснования первого приближе-
ния рассмотрим N


 в уравнении (3) два предельных случая: полное отсутст-

вие корреляций и сильная корреляция разных частиц i и j. В первом предель-
ном случае мы предполагаем, что любое внутреннее произведение <cosθj|  
с переменными частиц i, появляющимися в (6), исчезают и удерживаются 
только члены с индексом j в N


. В противоположном пределе все N2 члены  

в проекционном операторе идентичны. В обоих случаях N


 сокращается до 

1


. Следовательно, мы можем заменить N-частичный усеченный оператор 

U'N(t) на одночастичный U'1(t). Это предположение значительно более слабое 
[41, 42], чем замена на полный оператор эволюции U(t). Следовательно, мы 
находим, что hs ≈ 1. Что касается статической корреляционной функции, мы 
можем применить неравенство Шварца и записать 0 1f  . Для невзаимо-

действующих частиц f = 0, в то время как для сильно взаимодействующих  
f ≈ 1 в пределах кластера. С учетом этих замечаний интересно посмотреть, 
как отношение времен в (9) зависит от размера кластера N. Предположим для 
простоты, что f, hs и ha являются постоянными (не зависящими от N). Когда  
N = 1, мы получаем (предполагая hs = 1) τD = τs. В этом пределе диэлектриче-
ская релаксация отражает переориентацию отдельных молекул. Когда N > 1, 
диэлектрическая релаксация является коллективным явлением. Если N мало 
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(но больше 1), мы можем пренебречь членом (N – 1)ha по сравнению с hs  
в знаменателе уравнения (9), так что  

 τD / τs = 1 + (N – 1) f.  (11) 

Таким образом, в этом случае одночастичное и полное время релакса-
ции связаны просто через статический ориентационный фактор корреляций f 
(см. работу [6], с. 327). Для сильно ассоциированных жидкостей (f = 1) мы 
находим еще более простой результат  

 τD/τs ≈ N.  (12) 

Таким образом, в этом режиме отношение времен напрямую измеряет 
размер кластера (пунктирная линия). Окончательно получаем: при N → ∞ 
преобладают кросс-корреляции; находим  

 τD / τs → f / ha.  (13) 

Поскольку ha очень мал, это отношение может быть велико. Таким об-
разом, мы получили интересный результат, заключающийся в том, что очень 
быстрые движения (малые τs) вносят вклад в τD в пределах больших класте-
ров, в то время как более медленные движения являются более локализован-
ными τD /τs. 

Другое интересное качественное наблюдение следует из уравнений (6) 
и (7), оно касается температурной зависимости отношения времен. Когда T 
растет, следует ожидать, что размеры кластера и кросс-корелляционные 
функции убывают. При условиях уравнения (6) отношение τD/τs пропорцио-
нально Nf и, следовательно, будет уменьшаться с ростом T. В противополож-
ность этому температурная зависимость может частично исчезать между f и 
ha в уравнении (7). Следовательно, мы ожидаем активационное поведение для 
умеренно маленьких величин τD /τs, но только слабую температурную зависи-
мость, когда это отношение велико.  

Мы завершим наш вывод количественной аппроксимацией. Применяя 
соотношения (10), мы положим hs = 1 и ha = 0. Заменяя знаменатель на N, 
вместо (6) получаем  
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Для случая изотропного образца среднее значение квадрата косинуса 
равно [1, 2] <cos2 θ1> = 1/3. Вводя диэлектрический фактор Кирквуда [2, 43]  
g = <MN

2>/Nµ2, мы получаем простое выражение τD /τs = 3g. Таким образом, 
для каждого пространственного измерения существует вклад g в отношение 
времен. Для того чтобы выразить отношение времен через диэлектрические 
параметры, используем формулу Фрелиха [2] для среднеквадратичного мо-
мента сферы объема V в бесконечной среде из того же диэлектрического ма-
териала  
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где kB – постоянная Больцмана. Это ограничивает конечный результат жидко-
стями, в которых кластеры близки к сферической симметрии, таким как вода, 
в противоположность спиртам, где кластеры имеют протяженную (линей-
ную) форму. Подставляя <MN

2> в уравнение (15), окончательно получаем [42] 

 
  0

2

23

4

s sBD

s sc

k Tm        
  

,  (16) 

где m0 – молекулярная масса; ρc = Nm0/V – плотность кластера.  

3. Сравнение с экспериментом 

Метод диэлектрической спектроскопии для воды при комнатной тем-
пературе дает τD = 8,3 Пс. Маленькое плечо в области 100 ГГц на хвосте деба-
евской линии может быть описано линией дебаевской формы и второй вре-
менной постоянной τs = 1 Пс. Таким образом, эти эксперименты дают 
τD/τs ≈ 8,5. Наиболее известные соотношения дают для отношения времен 
значение значительно меньшее [42]. Исключением является соотношение Де-
бая, уравнение 1, которое дает приблизительно правильное отношение (его 
точное значение зависит от выбора ε∞).  

В табл. 1 приведено сравнение второго времени релаксации из диэлек-
трических измерений для воды и спиртов [26] с τs из уравнения (16) и соот-
ношения Дебая (1).  

 
Таблица 1 

Сравнение между вторым временем релаксации, полученным методом  
диэлектрической спектроскопии [26], и предсказанным теорией  
одномолекулярным временем релаксации для воды и спиртов 

Жидкость 
ρ0, 
г/см3 

m0, 
г/а.е.м.

µa, Д εs
b ε∞

b τD
b, пс τs

b, пс τs
c, пс τs

d, пс

вода 1,00 18,01 1,87 78,4 6,2 8,32 1,0 1,0 0,85 
метанол 0,791 32,04 1,70 32,6 5,9 51,5 7,1 6,1 11,8 
этанол 0,789 46,07 1,69 24,3 4,5 163 9,0 18,6 40,1 

1-пропанол 0,804 60,10 1,68 20,4 3,7 329 15 35,7 84,2 

Примечание. a – дипольный момент в газовой фазе [44]; b – эксперименталь-
ные данные, полученные методом частотной диэлектрической спектроскопии при 
температуре 25 °C [26]; c – настоящая теория, уравнение (16) с использованием ди-
польного момента с поправкой согласно (3); d – модель Дебая, уравнение (1). 

 
Обе модели находятся в согласии с данными диэлектрической спектро-

скопии для жидкой воды. Для спиртов, однако, в модели Дебая происходит 
рост слишком быстро с увеличением длины цепочечного ассоциата, в то вре-
мя как настоящая теория остается в качественном согласии с экспериментом. 
Наилучшее согласие наблюдается для воды и метилового спирта, где наше 
предположение о сферичности кластера выполняется наилучшим образом.  

Согласно уравнениям (11), (12) для маленьких кластеров τD/τs является 
мерой числа N сильно коррелированных молекул в кластере. Таким образом, 
при комнатной температуре это число для воды равно 9. Это согласуется  
с «механизмом тетраэдрического смещения» [45], в котором трансляционные 
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прыжки молекулы воды из связного в свободное место в тетраэдрической 
симметрии связаны с переориентацией окружающих молекул воды. Предпо-
лагая, что координационное число равно 4, эта перемещающаяся молекула 
имеет четыре старых и четыре новых соседних молекул, которые должны пе-
реориентироваться, для того чтобы число молекул воды, участвующих в эле-
ментарном акте, действительно было равно примерно 9. 

Уравнение (16) описывает количественно отношение времен для воды 
и метанола при комнатной температуре в согласии с данными частотной ди-
электрической спектроскопии. Из табл. 1 видно, что только развитая здесь 
теория наиболее правильно описывает эти свойства. Тем не менее мы полага-
ем, что эта теория на данной стадии наиболее приемлема на качественном 
уровне. Наша исходная цель состояла в том, чтобы понять кооперативную, 
многомолекулярную природу дебаевского времени релаксации τD в терминах 
одномолекулярного времени переориентации τs. 
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